Singularities symplectiques 



Stephane Druel 



Abstract. We classify isolated symplectic singularities of dimension greater or equal to 6 such 
that the normalized blow-up of the singular point is a resolution of singularities whose exception- 
nal locus is a reduced simple normal crossing divisor with at least two irreducible components. 
There are isomorphic to the quotient singularities of type 4(1,2,...,!, 2). 



Introduction 

Soit (V, o) un germe de singularity complexe analytique normal. La singularity est dite sym- 
plectique s'il existe une 2-forme symplectique ip sur le lieu regulier V rcg de V, i.e. une 2-forme 
holomorphe fermee et non degeneree, et si pour toute resolution ir : X — ► V des singularites de 



V, le pull-back de tp a vr _1 (V re g) est la restriction d'une 2-forme holomorphe sur X (voir [BcOO] 
definition 1.1). Si le lieu singulier de V est de codimension > 4 alors la derniere condition est 
toujours verifiee (voir [ F188 |). 



Une algebre de Lie complexe simple a une plus petite orbite nilpotente non nulle m in pour 
Taction adjointe ; son adherence O m i n = O m i n U {0} a une singularity symplectique isolee en 
isomorphe au cone sur la variete lisse PO m i n des droites de O m j n et toute singularite symplectique 
isolee dont le cone tangent est lisse, est analytiquement isomorphe a (O m i n , 0) pour une algebre 
de Lie complexe simple convenable (voir [ Be00(| ). 



Fixons un entier n > 0. Soit £ une racine primitive cubique de l'unite et soit < £ > le groupe 
cyclique d'ordre 3 engendre par £. Soit V = C 2n / < ( > ou < £ > agit sur C 2n par la formule 

(.(zi, Z 2 , ■ ■ ■ , Z 2n -l, Z 2n ) = ((Z\, ( 2 Z 2 , ( z 2n-l, C, 2 Z2n)- 

La 2-forme symplectique X^ILi dz2i-\/\dz2i sur C 2n est invariante sous < £ > et induit une 2-forme 
symplectique sur V reg . Notons l'unique point singulier de V. Soit ir : X — ► V l'eclatement 
normalise de dans V. Le diviseur 7r -1 (0) est reduit et globalement a croisements normaux (voir 
§1). Nous prouvons le 

Theoreme.— Soit (V, o) une singularite symplectique isolee de dimension 2n > 6 et soit ir : 
X — ► V l'eclatement normalise de o dans V. On suppose que le diviseur ir^ 1 (o) est reduit, glob- 
alement a croisements normaux et qu'il a au moins deux composantes irreductibles. Alors (V, o) 
est analytiquement isomorphe a la singularite quotient (C 2n / < ( >, 0). 

L'hypothese n > 3 permet d'obtenir l'annulation de certains groupes de cohomologie (voir 
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lemme 3.6). 

Soit F := P P „-i(£) ouS = O pn -i (2) © H^P"" 1 , C P „-i(l)) ® P «-i et soit p F le morphisme 
vers P™ -1 . Soient p et q les projections de P n_1 x p n_1 sur p n_1 et soit i 1' immersion fermee 
pn-l x pn— l (- p au dgggug de pn— 1 correspondant au quotient inversible sur P n_1 x P n_1 

P *£ ^H (P n - X , Ppn-l(l))®Pp»-l xP »-l -»?*Ppn-l(l) 

ou P n_1 x p™" 1 est considere comme variete sur p™ _1 via p. Soit enfin j := i o s ou s est Fin- 
volution naturelle de P P n-i x P P »-i. Nous montrons que le lieu exceptionnel est isomorphe au 
recollement de deux copies de F le long de P™ -1 x p™ _1 via les immersions fermees i et j puis nous 
montrons que le complete formel de X le long du diviseur exceptionnel est determine a isomor- 
phisme pres par le germe de singularity (V, o). Le resultat cherche est alors une consequence du 
premier theoreme de comparaison de la theorie "algebrique" a la theorie "formelle" (voir [ Gr66| ] 
Chap. Ill theoreme 4.1.5) et du theoreme d' approximation d'Artin (voir [Ar68] corollaire 1.6). 



Remerciements.—Je tiens a exprimer ici mes remerciements a Arnaud Beauville pour toute l'aide 
qu'il m'a apportee. 

1. Exemple et geometrie torique 



Nous renvoyons a [0d8£] pour les definitions et proprietes des varietes toriques. Fixons 
un entier n > 1. Soit No = Zei © • • • © Ze2 n un Z-module libre de rang 2n et soit N = 
N +f (1, -1, • • • , 1, -1) C N ®R. Soit M = Hom z (N, Z). Soit enfin a =< et, . . . , e 2n >C N®R. 



La variete afhne V est torique et son algebre de fonctions est C [z\ , . 



Z2n 



<> = C\MDa x 



(voir 



|Od8S ] §1.5). Soit (ej, . . . , e| n ) la base duale de (ei, . . . , e-in)- Les fonctions 



z 2 iz 2 j-i (i, j G {1, n}) 

Z2iZ2jZ 2 k (*, j, k G {1, n}) 

. Z2i-iZ2j-iZ2k-i (i, j, k G {1, n}) 

sont invariantes sous le groupe < £ > et forment un systeme minimal de generateurs sur C de 
F algebre C[z\, . . . , Z2 n ] <C,> , autrement dit, les elements 



-2t 



2J-1 

* 

2f— 1 + e 



e 2i + e 2j + e 2fc 



(», 3 G {1, 
(», 3, k G {1, 
+ e2fe-i (*, J) *: G {1, 



n}) 
n}) 
n}) 

: ^(l, 2, . . . , 1, 2) et e 2 „+2 



forment une base de Hilbert du monoide M n a v . Soient e2 n +i 
|(2, 1, . . . , 2, 1). L'eclatement normalise X de Fideal m de dans V est la variete torique lisse 
dont Feventail est Fensemble des cones reguliers 



=< ei, . . . , e 2i , ■ 
< ex, . . . , e 2 i, ■ ■ ■ 
=< ei, . . . , e 2 j-i, 



■ , e 2 j-i, • ■ • , e 2n+2 > (i, j £ {I,..., n}) 
eljn+i, e 2 „+2 > («€{l,...,n}) 
. . , e 2 „+i, e 2n+ 2 > (j G {1, . . . , n}) 



et de leurs faces. Le lieu exceptionnel est un diviseur globalement a croisements normaux reunion 
des deux diviseurs irreductibles V(e 2n+ i) et V(e 2n+2 ). 
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L'ideal mOx du diviseur ir 1 (0) est engendre par la fonction Z2i22j-i (resp. z\ et zfj-i) sur 
l'ouvert affine U^^ (i, j G {1, . . . , re}) (resp. (i G {1, . . . , n}) et U CT » (j G {1, . . . , n})). 
Notons f i = e, pour 1 < i < 2n — 1 et vi n = e2 n +2 ■ Soit (u* , . . . , u|„ ) la base duale de («i , . . . , t>2n ) • 
Les elements (fi)i<i<2n forment une base du Z-module M et l'algebre des fonctions regulieres sur 
l'ouvert XJ a i est l'algebre sur C du monoide libre engendre par ces elements. On a = e* 2i — e\ n 
pour 1 < % < n — 1, = ^2i-i ~ ^ e 2n pour 2 < i < re et v\ n = "&e\ n . Le diviseur 7r _1 (0) 

est done localement defini par l'annulation d'une coordonnee sur l'ouvert considere et en partic- 
ulier reduit le long de V(e2 n +2)- On verifie que ce diviseur est egalement reduit le long de V(e2 n +i)- 



2. Preliminaires 



(2.1) Soit X une variete projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Soit Ni(X) = 
({1-cycles}/ =)<g)R ou = designe l'equivalence numerique. On considere le cone NE(X) C Ni(X) 
engendre par les classes des 1-cycles effectifs. Une arete extremale est une demi-droite R dans 
NE(X), adherence de NE(X) dans Ni(X), verifiant Kx-R* < et telle que pour tout Zi,Z2 G 
NE(X), si Zi + Z2 G R alors Zi, Z2 G R. Une courbe rationnelle extremale est une courbe ra- 
tionnelle irreductible C telle que R + [C] soit une arete extremale et — Kx-C < dim(X) + 1. Toute 
arete extremale R est engendree par une courbe rationnelle extremale et admet une contraction, 
e'est-a-dire qu'il existe une variete projective normale Y et un morphisme <j) : X — * Y, sur- 
jectif a fibres connexes, contractant les courbes irreductibles C telles que [C] G R (theoreme de 
Kawamata-Shokurov) . 

Rappelons un resultat de J. Wisniewski (voir | Wi91j ]) sur le lieu exceptionnel d'une contrac- 



tion extremale. Soit F une composante irreductible d'une fibre non triviale d'une contraction 
elementaire associee a l'arete extremale R. Nous appelons lieu de R, le lieu des courbes dont la 
classe d'equivalence numerique appartient a R. On a alors l'inegalite : 

dim(F) + dim(lieu de R) > dim(X) + £(R) - 1, 

ou £(R) designe la longueur de l'arete extremale R : 

^(R) = inf{— Kx-Cq | Co etant une courbe rationnelle et Co G R}. 



Lemme 2.2.— Soit X une variete projective de dimension n > 2 et soit Y C X un diviseur 
effectif. Soit D un diviseur numeriquement effectif. Si — Kx = D + Y alors il existe une arete 
extremale R telle que Y.R* > 0. 

Demonstration.— Soit C C X une courbe telle que Y.C > 0. La courbe C se decompose C = 
C + Eiei a * C * avec C o e NE + (X) = {z G NE(X)|K X .£ > 0} et (Q) ie i est l'ensemble des 
courbes rationelles extremales (voir [ |Mo82| theoreme 1.5). Les coefficients (ai)jgi sont positifs ou 
nuls et presque tous nuls. On a Y.Co = — Kx-Co — D.Co < et il existe done un element i G I tel 
que ajCj.Y > 0. ■ 
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(2.3) Fixons quelques notations. Soient a G Z et k > 2. Soit F a := P P fc-i(£ a ) ou £ a = 
Opfc-i(a) © H°(P fc_1 , Opfc-i(l)) (8> Opfc-i et soit p a le morphisme vers P fc_1 . Soient p et q les 
projections de P fc_1 x p fc_1 sur p k ~ l et soit enfin i a 1'immersion fermee P fc_1 x p fc_1 c F a au 
dessus de P fc_1 correspondant au quotient inversible sur p fe_1 x p fe_1 

p*£ a -» H (P fc - x , Op*-i(l)) ® O pfc -i xpfe -i -» g*O pfc -i(l) 
ou p k ~ l x p fe_1 est considere comme variete sur p fc_1 via p. 



Proposition 2.4.— Soit (W, L) une variete polarisee de dimension m > 2 et soit Y = U- =1 Yj un 
diviseur reduit et globalement a croisements normaux. On suppose — L~ fc (— Y). 

1. Sik> 25±± etl = l ouk> eU > 2 dors W est de Fano et 6 2 (W) = 1. 

Si k = et I = 1 alors Y C W est isomophe a Q 2 C P 3 Y C W est isomophe a 

Q 2 C Q3 ou Y et W sont de Fano et 62 (Y) = 6 2 (W) = 1 ou Y C W est isomorphe a 
pfc-i x pfc-i ^- pour un entier a > convenable, L est isomorphe au fibre Op a (l) (g> 
p*(0 P fc-i(l)) et Z'ideaZ de Y dans W est L 0_1 ®p*O pfc -i(a + 1). 

Demonstration.— La premiere partie de la proposition se montre par recurrence sur la dimension 
m > 2 de W. Si m = 2 alors k > 2 et, par le lemme 2.2, il existe une arete extremale R telle que 
R*.Y > et done de longueur > 3. La surface W est done de Fano et de nombre de Picard 1 
(voir [Wi89] proposition 2.4.1). 

Supposons la proposition demontree jusqu'en dimension m — 1 > 2 et considerons W comme 
dans l'enonce. Soit Ci une courbe rationnelle extremale telle que Y.Ci > et Ri = R + [Ci] et 
supposons par exemple Y1.C1 > (voir lemme 2.2). Notons W Zi la contraction elementaire 
correspondante. La formule d'adjonction donne &y 1 ~ Lj^(— Ei^i^i ^ Yi) avec k > > 
dim(Yi)+i ^ g- Yj n Yi 7^ alors, par hypothese de recurrence, Yi est de Fano et 6 2 (Yi) = 1. 

Si Ei^i Y i n Yi = alors Yi est de Fano et b 2 (Yi) = 1 sauf si k = ^ et (Y u L| Yl ) ^ 
(p*-i xP W Op*-i(l)HOp*-i(l)) (voir pl90| ). 

Soit Fi la fibre de (pi contenant Ci. La fibre Fi rencontre en particulier Y\ et dim(Fi D Yi) > 
dim(Fi) - 1 > ^(Ri) - 2 > 2f± > 0. Soit C C Fi D Y 1 une courbe irreductible. La courbe C 
est contractee par <p\ et on a done C £ Ri et C.Yi > 0. Notons que par tout point de Yi il 
passe une courbe tracee sur Yi numeriquement proportionnelle a C et done contractee par <pi. 
La contraction elementaire <p\ est done divisorielle ou de type fibree. Si (pi est divisorielle alors 
Ri n'est pas numeriquement effective, autrement dit, il existe un diviseur irreductible D tel que 
D.C < 0. On a done C C D et Yi = D, ce qui est impossible puisque C.Yi > 0. La contraction 
(pi est done de type fibree. 

Supposons 6 2 (Yi) = 1.— Le diviseur Yi est done contracte sur un point par <pi et, puisque 
Yi.C > 0, dim(Zi) = 0. La variete X est done de Fano de nombre de Picard 1. 
Supposons Yi ~ P fc " 1 x ~P k ~ l et L| Yl ^ Ppk-i(l) M O pk -i (1). -Notons (a, b) le bidegre de la 
courbe CcYj, 

Supposons a > et b > 0. Alors, par tout couple de points de Yi, il passe une courbe tracee 
sur Yi de bidegre (a, b) et done numeriquement proportionnelle a C dans W. Le diviseur Yi est 
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done contracte sur un point par ip\. Le morphisme Yi — ► Zi est surjectif puisque Yi.C > 0. 
Finalement, Zi est de dimension et 62 (W) = 1. On en deduit que k = 2 par le theoreme de 
Lefschetz, puis que W est une quadrique et Yi une section hyperplane ou que W est un espace 
projectif et Y\ une quadrique par le theoreme de Kobayashi-Ochiai (voir | KQ73|| ). 



Supposons maintenant (a, b) = (0,1). Notons p la premiere projection de Yi sur P fc— 1 . Soit 
F C Yi une fibre ensembliste de </>l|Yi- Les courbes tracees sur Yi de bidegre (0,1) sont con- 
tractus par ipi et on a done F = p -1 (p(F)). S'il existe une courbe C2 tracee sur F de bidegre 
(ai,6i) avec a\ > alors le 1-cycle C2 + Ci € Ri est de bidegre (a\,b\ + 1) avec a\ > et 
b\ + 1 > et les arguments utilises ci-dessus suffisent pour conclure. On peut done supposer 
que les courbes tracees sur F sont de bidegre (0, *). On en deduit que p(F) est de dimension 
puis que F est equidimensionnelle de dimension k — 1 et que Zi est de dimension k — 1. Soit 
Fi C W une composante irreductible d'une fibre de ip\ ; Fi rencontre Yi puisque R*.Yi > et 
dim(Fi n Yi) = k — 1. On a done dim(Fi) = k. Le morphisme <p\ est done equidimentionnel de 
dimension k. Soit Fi une fibre generique de (p±. On a up 1 = Lj^ ®Ofi (— Y)). Le fibre Op 1 (Y)) est 
numeriquement effectif puisque R^.Y > et Fi est done de Fano. Soit Rp x une arete extremale de 



Fi. On a £(R Fl ) > dim(Fi) + 1 et done 6 2 (Fi) = 1 (voir JWi89| | proposition 2.4.1). On en deduit 
(Fi, L| Fl ) = (P fc , O-pk (1)) puis que ip\ est un fibre en espaces projectifs localement trivial pour la 
topologie de Zariski (voir [ [Fu87f lemme 2.12) et en particulier que Zi est lisse La fibre ensembliste 
Fi C P fc de fiYYx es t reunion disjointes de fibres de p de dimension k — 1 et done irreductible. 
Le morphisme i fi\y 1 s'identifie finalement a la seconde projection de Yi = P fc_1 x p fc_1 sur 
P fc_1 et W a la fibration Ppt-^^L) au dessus de P fc_1 . L'immersion fermee Yi C W au 
dessus de P fc_1 est donnee par le quotient inversible p*(<pi it L) -» Li Yl = Opfc-i(l) Kl Opfe-i(l) et 
on a done un morphisme surjectif (fi*L p*(L|y 1 ) = H°(P fc_1 , Opfe-i(l)) <8> C P n(l). Finale- 
ment cp u L = Fk -i(a) H°(P fc_1 , Op fc -i(l)) ® 0pfe_i(l) avec a > 1. L'ideal de Yi dans W est 
L® -1 ® p*Opk-i (b) oil b est un entier convenable. Le fibre canonique est donne par la formule 
uj w = L- k - x <g> p*O pk -i(a) = L- k (-Y) et l'ideal de Y dans W est done L®" 1 ® p*O pfc -i(o). 
L'ideal du diviseur Yli^i dans W est done p*0 F k-i(a — b). Or les diviseurs Yi et Y^i^i^i 
sont disjoints et on a done a = b et = 0. La premiere partie de la proposition est done 

demontree. 

La seconde partie de la proposition a en fait deja ete prouvee ci-dessus. ■ 
3. Demonstration du theoreme 

(3.1) Fixons les notations. Soit (V, o) une singularite symplectique isolee de dimension 2n (n > 1) 
verifiant les hypotheses du theoreme et soit ir : X — ► V l'eclatement normalise de l'ideal maxi- 
mal de o dans V. On peut toujours supposer qu'il existe une 2-forme symplectique ip sur V — {0} 
restriction d'une 2-forme holomorphe sur X notee encore (p. Notons E = Ei U • • • U E/ (I > 2) le 
diviseur exceptionnel et L := Ox(— E). Le fibre Li E est ample et engendre par ses sections. 



Proposition 3.2 (voir [ Be00(| ).— L'ordre d'annulation de (p n le long de E, est n—1 pour 1 < i < I. 
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Demonstration.— Notons ki (1 < i < I) l'ordre d'annulation de (p n le long de E, (1 < i < I) 
de sorte que div((p n ) = Yl\=i ki^i- 



Les singularites symplectiques sont rationnelles {voir | Be00j proposition 1.3) et ainsi 



tp <E H°(X,O x (log E)(-E)) (voir |CF0l| theoreme 2.1) oil 0^(log E) est le faisceau des 2-formes 



differentielles meromorphe a poles au pire logarithmiques le long de E. La 2n- forme 

(p n £ H°(X, u>x{—{ n — 1)E) est non nulle en dehors de E et il s'ensuit ki > n — 1 (1 < i < I) 

puisque le diviseur E est contracte par it. 

Le produit exterieur avec ^ n ~ 1 donne une application Ox-lineaire f2 x — > Tx(^=i h^i) qui 
est un isomorphisme en dehors de E. Notons ki — ji > l'ordre d'annulation de cette application 
le long du diviseur Ej (1 < i < I). On obtient une application A : f2 x — > Tx(X]i=i Ji^) dont la 
restriction au diviseur Ej est non nulle et une section det(A) de 0x(2 Yli=i( n 3i ~ ^i)-^) non nulle 
en dehors de E. On a done ki < nji pour 1 < i < I puisque le diviseur E est contracte par it et 
en particulier ji > 1. 

Supposons par exemple j\ > ji pour 1 < i < I et considerons le diagramme de suites exactes 



PEa(-Ei) ► n XIEi > n 1 



X|Ei " ' "Ei 

/ 



T El (Y^m) > TxiEiE^Ei) > O^djx + l^x + J^ji^i) ► 0. 

i=l i=l i=2 



On a Hom El (0 El (-Ei), El ((ji + l)E a + EU^ E 0) C H (E l5 L^ 1 2 ) = et, de meme, 
Hom El (0 El (-Ei),T El (EL 1 iiE i ))=HomE i (Oi i! El ((ji + l)Ei + Y2i=2 Ji^i)) c H°(Ei, T El <S> 
L^? 1 1 ) = puisque j% > 1 (voir ]Be00| lemme 3.3). L'application A| El se factorise a travers 

une fleche antisymetrique Q Ei — 1 -> T El (X)I=i ji^i) et provient done d'un element non nul de 

H°(Ei, AT El (Yli=i Ji^i)) = H°(Ea,AT El ® Ljg^-E^Oi - ji)E;)). H s'ensuit j l < 2 (voir 
]BcO0| ] lemme 3.3). Le diviseur E est connexe et l'ensemble {E^, . . . , Ej m } des diviseurs rencon- 
trant Ei et distincts de celui-ci est done non vide. Si j\ = 2 alors ji x = ■ ■ ■ = ji m = ji = 2, 
(Ei, L, El ) ~ (P 2 ™- 1 , O p2 n-i(l)) et (E v , L ]E J ~ (P 2 ™-\ O p2n -i(l)) pour 1 < r < m (voir 



I PcOC ] lemme 3.3). Les fibres C El (— Ei) ~ L| El (^ =2 Ej) et C En (Ei) sont en particulier amples 
ce qui est absurde puisque Ei n Ej x est de dimension > 1. Finalement ji = 1 et ki < n pour 
1 < i < I. Si ki = n alors det(A| El ) est generiquement non nul puisque le diviseur E est con- 
tracte par 7T. Ceci est a nouveau exclu car A| El s'annule sur le sous-fibre C El (— Ei) C ^x| E i- Ceci 
demontre les egalites ki = n — 1 pour 1 < i < I. ■ 

Lemme 3.3.— Le lieu exceptionnel E de ir a exactement deux composantes irreductibles dont 
I'intersection est connexe. 

Demonstration.— he fibre canonique wx de X est isomorphe a L-^" 1 ) par la proposition 3.2 
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et iOEi — Li^ n (— J2j^i E« H Ej) par la formule d'adjonction. Si I > 3 alors il existe i\ G {1, . . . , 1} 
tel que E^ rencontre au moins deux autres composantes irreductibles de E et Ej 1 est de Fano avec 
^(E^) = 1 par la proposition 2.4. Notons {Ej i; . . . ,Ej m } l'ensemble des composantes rencontrant 
Ejj (m > 3). Le diviseur E^ n Ej 2 C E^ est ample et en particulier connexe. Si 62(Ej 2 ) = 1 
alors Ej 2 est de Fano et le fibre Ox{^n)\E i2 — CE i2 (Ej 1 ) et sa restriction a Ej x n Ej 2 sont done 
amples. Or le fibre Ox(— E^)^ ~ C , E il ( — E^) est isomorphe au fibre L Fij (Sj^i! ^i) e ^ sa re ~ 
striction a E^ H Ej 2 est egalement ample, ce qui est absurde puisque E^ n Ej 2 est de dimension 
> 1. II existe done un isomorphisme (E^ PI E i2 C E i2 ) ~ (P n_1 x P" _1 c P P n-i(£ a ) pour 
un entier a > convenable (voir proposition 2.4). Le fibre (E^) est isomorphe au fibre 
L ® p*C P fe-i (— a — 1) (voir proposition 2.4) et sa restriction a E^ n Ej 2 ~ P"" 1 x P"" 1 est 
isomorphe au fibre Op n -i (1) IEI O pn -i (—a) qui n'est pas ample, ce qui est a nouveau absurde. La 
connexite de l'intersection des deux composantes irreductibles de E se demontre par des argu- 
ments analogues. ■ 

(3.4) Posons i = i2 et £ = £2- Soit enfin j := i o s ou s est l'involution naturelle de P"" 1 x P n_1 . 
Notons F et G les deux composantes irreductibles de E. Posons W := H°(P n_1 , Opn-i(l)). 

Proposition 3.5.— Le lieu exceptionnel E de tt est isomorphe au recollement de deux copies 
de Pp n -i(£) le long de P n_1 x p™ -1 via les immersions fermees i et j. 

Demonstration.- -Notons H = F n G. La proposition 3.2 et la formule d'adjonction donnent 
u F ~ L^, n (-H) et log ~ L^ n (-H). Si 62(H) = 1 alors F et G sont de Fano et 62(F) = 62(G) = 1 
par la proposition 2.4. Les fibres Li F et F (G) sont amples et 0f( — F) l'est done egalement. Le 
fibre G (F) est ample et H = F n G est de dimension au moins 1, ce qui est finalement absurde. 
On a done 62(H) > 2 et H est isomorphe a P n_1 x p n_1 toujours par la proposition 2.4. Supposons 
F isomorphe a P 3 ou Q 3 (n = 2). La restriction du fibre Qx(-F) = L <g) O x (G) a H = P 1 x P 1 
est en particulier ample et on a done 62(G) > 2, puisque 0x(F)i G es * effectif et F n G est de 
dimension > 1, et H C G est isomorphe a P 1 x P 1 C P P i(£ aG ). La restriction de Ox{— F) a 
P 1 x P 1 est C P i(a G ) ^ Opi(-l) ou Opi(-l) M P i(a G )) {voir proposition 2.4) qui n'est pas 
ample, ce qui est absurde. 

II existe ainsi un isomorphisme de H C F (resp. H C G) sur P"" 1 x P" _1 c Pp«-i(5 OF ) 
(resp. P ra_1 x P n_1 C Ppn-i(£ aG ) tel que la restriction de L a F (resp. G) soit isomorphe a 
Op(l) (gippOpn-i (1) (resp. G (1) <8>p G Opn-i (1)) oup F (resp. p G ) est la projection de F (resp. G) 
sur P"" 1 . Enfin, F (-H) ~ L^, 1 ® p F (C P n-i (o F + 1)) et G (-H) ~ L^ 1 <g) p* G {0 V n-i (a G + 1)). 

Soit t C H une droite, i.e. (£.L) := deg^(L^) = 1, verticale pour p G . Le fibre Ox(F)| G ~ G (H) 
est isomorphe a L|Q®p G (0pn-i (— a G — 1)) et en particulier (£.Ox(F)) = 1- La restriction de Ox(F) 
a F est isomorphe a Ljp 2 (8)p F (Opn-i (a F +l)) et done (£.Ox(F)) = — 2+(a F +l)deg^(p F (0pn-i (1)^). 
La droite i est done horizontale pour pp et la restriction de p F x p G a H est un isomorphisme de 
H sur P" _1 x P n_1 , autrement dit, les restrictions de p F et p G a H s'identifie aux deux projec- 
tions de P n_1 x p n_1 sur p n_1 via les deux isomorphismes de H sur p n_1 x P n_1 . On a done 
deg^(p F (C P n-i(l)|^) = 1 et a F = a G = 2. 
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Le lieu exceptionnel E s'identifie done au recollement de deux copies de P P n 1 {£) le long de 
pn-i x pn-i e ^ I'automorphisme de P n_1 x p n_1 induit par les deux isomorphismes de H sur 
pn-i x pn-i es t ^ e j a f orme (x^ y^j (3(x)) ou a et /? sont deux automorphismes de P n_1 . 

II reste a verifier que tout automorphisme de P n_1 x p n_1 de la forme (x,y) i— > (a(x), /?(y)) 
ou a et (5 sont deux automorphismes de P ra_1 est la restriction a P™ -1 x p n_1 d'un automor- 
phisme de P P n-i(£) stabilisant p n_1 x P n_1 . 

Fixons un automorphisme f3 de P ra_1 et notons encore j3 1' automorphisme lineaire de W® 
Opn-i correspondant. L' automorphisme de P P n-i (£) au dessus de P™ _1 induit par Id® (3 stabilise 
pn-i x pn-i e ^ ga res t r i c tion a P n_1 x p n_1 est (x,y) i-> (x, (3(y)). Soit a un automorphisme de 
P" _1 . Fixons des isomorphismes a*O pn -i(2) ~ C P „-i(2) et a*W <g> C P „-i ~ W(8)Opn-i. L'iso- 
morphisme a*£ ~ £ deduit des deux precedents induit un automorphisme de P P n i (£) au dessus 
de a qui stabilise P n_1 xP n_1 et sa restriction a P n_1 xP n_1 est de la forme (x,y) i— > (a(x), (3'(y)) 
ou j3' est un automorphisme de P n_1 . ■ 

Lemme 3.6.- On a H 1 (F,T f ®C?f(-F)) = H^G, T g ®0 g (-G)) = ei H^E, T x ®0 E (-iE)) = 
powr fotii i > 1 si n > 3. 

Demonstration.— Les faisceaux ~RPp F ^(0 F (k)) sont nuls pour j G {1, 2} et A; € Z. II existe done un 
isomorphisme ff(F, F (k) ® p F C P „-i (Z)) ~ H i (P n_1 , S fc (C P n-i (2) © W <g> P „-i) C P „-i (/)) pour 
i G {1,2} et k, I G Z. Le groupe EP(F, 0f(A:) ®p F P n-i(Z)) est done nul pour fc, I G Z si i = 1 
et pour I > -3 si % = 2. Les groupes H 1 (F, p F (T P n-i(Z)) <g> F (fc)) et H^P" -1 , T P n-i (I) <g> 
S fe (C P n-i (2) © W ® C P n-i)) sont egalement isomorphes pour k, I G Z et done nuls pour Z > —3. 
La longue suite exacte de cohomologie deduite de la suite exacte courte 

(0 — ► O f — >p F (0 P n-i(-2)ffiW*<g>0 P n-i)©0 F (l) — ► T F/P „-i — ► 0)®OF(fc)®pJPp„-i(0 

et les annulations precedentes donnent l'annulation du groupe H 1 (F, T F/P n-1 ®0 F (k)®p F P n-i (I)) 
pour I > —3 et, de meme, la longue suite exacte de cohomologie deduite de la suite exacte courte 

(0 — ► T F/P „_i — > T F — ► p F T pn -i — > 0) (g> C F (/c) p F C P n-i (Z) 

donne finalement l'annulation du groupe H 1 (F, T F <g> F (k)®p F F n-i(l)) pour k + I > —3. Le 
fibre C F (-F) est isomorphe au fibre C F (2) <g> p F O pn -i (-1) et les groupes H^Tp ® C F (-F)) 
et H 1 (G, T G (8) Og(-G)) sont done nuls. 

La longue suite exacte de cohomologie deduite de la suite exacte courte 

(0 — ► T F — » T X | F — ► N F/X = C F (-2) ®pJ.O P n-i(l) — ► O)®O F (^j)J0p„-i(!) 

donne l'annulation de H 1 (F,Tx|f ® Of(&) <£> p F £> P n-i (Z)) pour Z > —3. L'ideal de E dans X est 
I F I G = If n Ig et la longue suite exacte de cohomologie deduite de la suite exacte courte 

(0 — ► G (-F) = Cg(-1) ® Pg^p- 1 ( 2 ) — » °e — » Cf — ► 0) <g> T X |e ® E (-fcE) 

donne finalement l'annulation du groupe H 1 (E, Tx|e F {—kE)) pour fc > — 3 et en particulier 
pour k > 0. ■ 
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(3.7) Soit ( une racine primitive cubique de l'unite et soit < C > le groupe cyclique engendre par 
(. Notons V' = C 2n / < C > ou < C > agit sur C 2n par la formule 

C.(Z\, Z 2 , ■ ■ ■ , Z 2n -l, Z 2n ) = ((Z\, ( 2 Z 2 , (Z2n-1, C Z-ln) 

et X' l'eclatement normalise de l'ideal maximal de o' dans V' ou o' est le point singulier de V'. 
Notons E' = F' U G' le diviseur exceptionnel et Ej (resp. E-) le i teme voisinage infinitesimal de 
E (resp. E') dans X (resp. X') pour % > 1. Notons Fj et (resp. F^ et G-) les i iemes voisinages 
infinitesimaux de F et G (resp. F' et G') dans X (resp. X'). Fixons un isomorphisme tp\ : Ei ~ E^ 
[voir proposition 3.5) qui applique F (resp. G) sur F' (resp. G'). 

Proposition 3.8.—// existe un isomorphisme tp2 '■ E2 — E 2 compatible avec I 'isomorphisme 
V'l : E x ~Ei. 



Demonstration.— L'obstruction a l'existence d'un morphisme E2 — ► X' etendant le morphisme 
E ~ E' X' est un element de H^E,!^/ ® E (-E)) = H^E',^ ® E /(-E')) {voir |Gr7g 
Expose 3 corollaire 5.2) nul par le lemme 3.6. Fixons un tel morphisme. II se factorise a travers 
E 2 et determine un morphisme ip2 : E2 — > E 2 et, par restriction a F2 (resp. G2), un morphisme 
■0f 2 : F2 — ► F' 2 (resp. tpG 2 : G2 — > G 2 ) etendant la restriction ip F (resp. ipc) de ip a F (resp. 
G). Montrons que 2P2 est en fait un isomorphisme. 

L'obstruction a l'existence d'un morphisme F2 — ► F (resp. F 2 — ► F') etendant l'iden- 
tite F — ► F (resp. F' — * F') est un element de ^(F.Tp ® Pf(-F)) (resp. H^F'.Tp/ 
0p'(— F'))) nul par le lemme 3.6. Le schema F2 (resp. F 2 ) est done un F-schema (resp. F'-schema) 
dont le faisceau structural est isomorphe au quotient S'(O f (— F))/O f (— 2F)S'(O f (— F)) (resp. 
5 , (O f /(-F / ))/O f /(-2F')5 , (O f /(-F / ))). Les schemas F 2 et F' 2 sont done isomorphes. 

Notons % et j les injections respectivement de O g i et Op'(-F') dans Op' ©Op'(— F') et notons 
p et q les projections sur O f / et F /(— F') respectivement. Remarquons enfin Pegalite tpF 2 *^F 2 = 
ipF*0 F © ip F *0 F (-F) = O f > © C F /(-F'). Le morphisme d'anneaux tpp 2 * : O f > © O p /(-F') — > 
O f i © O f >(— F') est determine par la derivation D F = q o -0 F2 i € Derc(C F ', C F '(— F')) et 
l'application Op'-lineaire p o ^ o j e Hom F /(0 F '(— F'), C F '(— F')) = C. Nous noterons A F 
l'element de C correspondant apo o i. Notons enfin Dq 6 Derc(0 G ', Cg'( — G')) et Ag € 
Hom G /(0Q/(— G'), G '(— G')) les elements correspondants associes a ipG 2 - 

Le morphisme ipp 2 est un homeomorphisme et si A F 7^ alors e'est un isomorphisme de 
schemas. Supposons done A F 7^ et verifions que ipp 2 induit un isomorphisme de F2 n G2 sur 
F' 2 H G' 2 . Soit U C F' un ouvert affine non vide d'anneau A au dessus duquel le fibre C F '(— F') 
est trivial. Les anneaux 0p 2 (U) et F ^(U) sont isomorphes a l'anneau A © eA avec e 2 = 0. 
Le morphisme ip F est a + eh 1— > a + e(D F (a) + A F 6). Soit h + eh\ un generateur de l'ideal de 
F' 2 PI G' 2 dans F 2 sur U. L'element h est une equation du diviseur F' n G' 2 dans F'. La restriction 
de ip2 a F2 n G2 se factorise a travers F 2 n G 2 et l'element ipp 2 (h + ehi) est done dans l'ideal de 
F 2 H G2 dans F2 . Ce dernier est engendre par un element de la forme uh + e/13 ou u est inversible 
dans A. Ecrivons ipp 2 {h + eh\) = h + e/12 avec /12 = D F (h) + Xph\. II existe done une relation 
h + e/i2 = (a + eb)(uh + ehs) = auh + e(ah^ + huh) et en particulier h = auh. L'element a est 
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inversible dans A et a + eb est done inversible dans A@eA. L'image par i/jp 2 de l'ideal de A®eA 
engendre par h + eh\ est l'ideal - ip F est un isomorphisme - engendre par ipp 2 (h + eh\) et done 
l'ideal de F 2 n G 2 dans F 2 . 

Si Af = alors le morphisme ip-p 2 se factorise a travers F' F 2 . L'image schematique de 
F 2 n G 2 est en particulier un sous-schema ferme de F' et le morphisme induit par ip2 de F 2 D G 2 
vers F 2 n G 2 n'est pas un isomorphisme. 

En particulier, si Af = alors Ag = et l'image schematique de F 2 n G 2 est done le sous- 
schema ferme F' fl G', autrement dit, il existe une retraction de Pinclusion E C E 2 , ce qui est 
exclu par le lemme 3.9. 

On a done finalement Xp ^ 0, Xq ^ et ip2 est bien l'isomorphisme cherche. ■ 



Lemme 3.9 (voir |De01] lemme 2.8).— Soit (R, m) un anneau local noetherien et soit I C tn un 



ideal de R. S'il existe une section de la projection canonique R — » R/I alors 1 = 0. 

Le lemme suivant et le lemme 3.6 nous assurent que l'isomorphisme fa s'etend en un isomor- 
phisme X ~ X des completes formels de X et X le long de E et E respectivement. Les completes 
Ov,o et Oyi Q i sont done isomorphes (voir [ pr66(| Chap. Ill theoreme 4.1.5). Le theoreme d'ap- 



proximation d'Artin (voir [Ar68| corollaire 1.6) termine la preuve du theoreme. 



Lemme 3.10 (voir [Mo82] lemme 3.33).— Soient X et X' deux espaces analytiques complexes 
reduits et irreductibles de mime dimension et E et E' deux diviseurs de Cartier effectifs sur X 
et X' respectivement. Notons Ej (resp. E-j le i teme voisinage infinitesimal de E (resp. E J dans X 
(resp. X ) pour i > 1. On suppose que X est lisse et qu'il existe un isomorphisme Ej ~ E^ o pour 
un iq > 2. SiH 1 (E,T x ®0 E (-iE)) = pour i > iq alors l'isomorphisme Ej ~ E- Q s'etend en un 
isomorphisme X ~ X des completes formels de X et X' le long de E et E' respectivement. 
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